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NeuronaleNetze

von ReginaldFerber

1.1. DasNervensystenals Vorbild parallelerinformationsverarbeitung

Betrachtetman die Leistungséhigkeit modernerComputer,so fallt auf, dal3in vielen Berei-
chenheutezwar Berechnungemaglich sind, die noch vor wenigenJahrzehntemm Bereich
derUtopielagen,dalRaberandererseitir alltaglichelnformationsverarbeitungsaufgabeie
von Menschenund Tieren)problemlos,schnellund oft sogarunbewuR3gelbstwerden kaum
Losungerauf Rechnerrexistieren.Die, die existieren sind oft sehraufwendig,langsamund
anfallig und funktionierennur unter ginstigenBedingungen.TypischeBeispielefinden sich
im Bereichder Wahrnehmung:Aufgabender Bilderkennungwie Herausbsenvon Motiven
ausunruhigemHintergrund, Erkennervon Gegensindenbei verschiedeneBeleuchtungEr-
kennenvon teilweiseverdecktenGegensinden.Besonderschwierigwird es,wennmehrere
dieserProblemezusammerauftreten. Aber auchdas Kategorisierervon wahigenommenen
Motiven, z.B. dasLesenvon Handschriftenjst eine sehrschwierigeAufgabefir maschinelle
Losungen.

Wenn Bilder als Pixelmustermit Rechnernverarbeitetwerden, zeichnensie sich durch
ungeheureDatenmengeraus. Wenn diese Daten sequentiell,wie auf herkbmmlichensog.
VON NEUMANN—M aschinef!, verarbeitetverden ergebensich auchbei schnellerRechnern
enormeRechenzeiten.

Die Geschwindigkeitder Signalverarbeitungn den einzelnenZellen des Nervensystems,
den Neuronen,ist im Vemgleich zur Geschwindigkeitvon BauelementemrmodernerRechner
langsam.TrotzdemsindOrganismerin derLage,enormschnellauf Sinneswahrnehmungen
reagieren.Diese Geschwindigkeiberuhtvermutlichzu einemgrof3enTeil auf der parallelen
Verarbeitungder einstomendeninformation.

Daherversuchtman Algorithmen zu entwickeln,die, von kleinen Teilbereicherder wahige-
nommenerinformationausgehend)atenparallelverarbeiterund die so gewonnenerrgeb-
nisseauf verschiedenemierarchiestuferintegrieren.

In der Natur scheintes ahnliche Strukturenzu geben. Bei der Untersuchunglesvisuellen
Systemsvon Katzenfand manauf der Hirnrinde in denentsprechendeBereichenZellen, die
besonderstarkerregtwaren,wenndemVersuchstiervisuelle Stimuli in Formvon gerichteten
Geradensickendageboterwurden. Dabeigabesfiir verschieden®ichtungenverschiedene
Zellen, die am starkstenerregtwaren. Da fur die Wahrnehmungler RichtungmehrereZellen
der Retinaberdtigt werden,mul3im Verlauf der Reizweiterleitungvom Auge zur Hirnrinde
bereitseine Verarbeitungder Information stattgefunderhaben,bei der die Geradensicke
erkanntwurden. (Eine Ubersichtzu diesemThemafindet sich in [12].)

1) Die Namensgebungsollte nicht zu der Annahme verleiten, VON NEUMANN’s Werk
beschénkesichauf sequentielldRechner.Nebenvielen Ideenund Ergebnisserausvielen
andererBereicherstammtvonihm aucheinePionierarbeiausdemBereichder parallelen
Informationsverarbeitung(Siehe[11])
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Abbildung 1.1.1. SchematisierteDarstellung einer Nervenzelledes GroRRhirns. An den Dendriten und dem
Zellkdrper befindensich Synapserzu andeen Zellen. Das sind Kontaktpunktean denenu.a. durch chemische
Prozessepositiveund negativeelektrischePotentialean die Zelle ibegebenwerden. Summiegn sichin einem
ZeitraumdiesePotentialezu einemgeriigendgrof3enPotential, so lostdiesesam Zellkorper einenoder mehere
sogenannteéSpikesaus. Das sind relative elektrischePotentiale,die sich durch Depolarisierungder Zellwande
entlang dem Axon (teilweise iber weite Strecken)fortsetzenund ihrerseitswieder andeen Zellen elektrische
Potentialetiber Synapserzuleiten. Wichtig fur unsist, daR die Weiterleitungim wesentlichemicht als einfache
elektrischelLeitunggeschiehtsonderndurch die FortpflanzungdesDepolarisierungseffekteguasi Information
weitegeleitetwird. Insgesamiergebensich drei wesentlichePunkte: 1. Ankommendepikeskonnendurch
Synapsere nach deren Art aktivierend oder hemmendwirken. 2. Die Potentiale,die eine Zelle erreichen,
misserzusammeine Schwelleliberscheiten,umweiteigeleitetzuwerden. 3. Die Weiterleitungvon Erregung
an andee Zellenverringert den Spikenicht. D.h. eswird nicht ein vorhandenedotential aufgeteilt,sondern
Informationweitelgegebenphnedadurch verbrauchtzu werden.

Weitere Bereicheder Informationsverarbeitungn denenOrganismerkiinstlichenSystemen
weit Uberlegersind, sind die Verarbeitungszon unsichererunvollstandiger,zweideutigerfeh-
lerhafter oder widerspiichlicher Information und die Filterung von (Uberlebens-)wichtiger
Information ausdem enormeninformationsflul3 der iber die Sinnesoganeauf den Organis-
mus einstdmt. Dabeiist esentscheidendauf friuhereErfahrungerzurickgreifenzu konnen.
Entsprechendnussenaktuelle Erlebnisseals Erfahrungenaufgenommerwerden. Der Be-
griff “Erfahrung” deutethier an, dafRes sich dabeium eine bisherschwerzu beschreibende
Form des Gedichtnissedhandelt. Es werdenviele einzelneSituationenund Erlebnissezu
einemGesamtsystemereint,aufgrunddessereEntscheidungegefallt werden.Dabeisind die
einzelnenErlebnissenicht als solcheprasent,lassensich abereventuellrekonstruieren.Das
sogenanntéVeltwissen,daswir im taglichenLeben brauchen,scheintin ehervager Form
gespeicherizu sein. Aber geradedieseVagheitscheintdie Flexibilitat, die dasVerhaltenin
unsererkomplexenUmwelt verlangt, erst zu ermdglichen.

Seit Mitte diesesJahrhundertsverden parallele Modelle und Algorithmen entwickelt, die
sich z.T. an der Struktur des Nervensystemsrientieren. Dabei gab es Beitrage ausvielen



Disziplinen, vor allem aus der Medizin (Neurophysiologie)[12], Psychologie[16], [8],
Biologie, Mathematik[14], [1], Physik, Informatik [5] und Chemie. Entsprechendielfaltig
sind auchdie BezeichnungerDefinitionen und Methoden.Es handeltsich oft um mehroder
wenigerad hoc verwendeteMethodenaus anderenBereichen. Hauige Bezeichnungeriur
Theorienund Modelle aus diesemBereich sind unter anderen: Konnektionismus parallele
verteilte Systeme(parallel distributed processing= pdp), zellulare Automaten,homogene
Strukturen, iterative Arrays. Von einer geschlosseneBegriffsbildung oder Theorie kann
kaumdie Redesein. Dasmachtdie Besclaftigungmit dem Themaandererseitauchwieder
spannend.

Eskonnenhier nunnicht alle Ansatzeerlautertwerden.Vielmehrhabeich versuchtzuréchst
in 1.2 einenglobalenRahmenabzusteckenin den sich fast alle Modelle einordnenlassen.
In 1.3 werdendie haufigstenMerkmale,nachdenenneuronaleNetze unterschiedenverden,
vorgestellt.

In Teil 2 werdeneinzelneModellevorgestellt. EswurdenModelle ausgevithlt, die jeweilsfir
eine ganzeGruppevon Ansatzencharakteristisctsind und an denensich die grundlegenden
Mechanismerdarstellenlassen. Dabei habeich teilweise versucht,durch verhaltnismaflig
genaueDarstellungvon Satzenund Beweiseneinen Einblick in die verwendeterMethoden
zu ermbglichen.

Zunmachstwird in 2.1 auf einen der historisch grundlegenderArtikel hingewiesen. Darin
wurde gezeigt,dalmit neuronalerNetzenjede logischeFunktion modelliertwerdenkann.

2.2 beschreibdasPerceptrongin Modell ausder MustererkennunglessereinfacheStruktur
eine weitgehendemathematischeAnalyse seiner Moglichkeiten und Grenzenzulal3t. Es
ist gleichzeitig fur die erste Phaseder Forschungauf dem Gebiet der neuronalenNetze
charakteristisch.

2.3 behandeltHOPFIELD Netze,ein von der PhysikinspiriertesModell einesAssoziativspei-
chers,dessenterative Dynamik durcheinemonotonfallendeEnegiefunktiongekennzeichnet
ist.

In 2.4 wird der BackpropagatiorAlgorithmus vorgestellt. Dabei handeltes sich um eine
Weiterentwicklungdes Perceptrons.

1.2. Definition zellularerund neuronalerStrukturen

In diesemAbschnitt sollen allgemeineDefinitionengegebenverden,die die meistenneuro-
nalenModelle einschlieRenSie findensichin dieserexpliziten Form seltenin der Literatur,
scheinemmir abernutzlich, um Gemeinsamkeitennd UnterschiedeneuronalemModelle her-
auszuarbeiten.

1.2.1. Definition: Zellular e Struktur

Sei W eine beliebigeund I eine abzhlbareMenge. Eine Abbildungec¢ : T — W
bezeichnerwir als Konfigurationvon WertenausW auf denZellenaus? . ¢ = W/ =
{c: I — W} bezeichnedie Mengealler Konfigurationen.

Zu jederZelle : € I gebeeseineendliche,geordneteTeilmengeN (:) C 1, die als Tupel
der Nachbarn oder Nachbarschaftder Zelle « bezeichnetwird. N = {N(¢)|: € I}
bezeichnedie Menge aller dieserNachbarschaften.




Ferner existiere zu jedem: € I eine lokale Funktion f; : WY(® — W, die jeder
Konfiguration von Werten auf den Zellen der Nachbarschaftron : einen neuenWert
zuweist. f = {f; | ¢« € I} bezeichnedie Mengedieserlokalen Funktionen.

DasTupel Z = (I,W, N, f) wird als zellulare Struktur bezeichnet.
Ist 7 endlich,heiBtZ = (I,W, N, f) endlichezellulare Struktur
Ist W endlich, heil3t 7 = (I, W, N, f) zellularer Automat

Durch gleichzeitigeAnwendungder lokalen Funktionenin allen Zellen erhaltenwir eine
globaleFunktion ' : ¢ — C mit  F(c)(i) := fi(e(N(2))) .@

Durch die Nachbarschafteder Zellen la3tsich ein Graphoder Netz definieren: Wir wahlen
die Zellen als Knoten des Graphenund verbindenjede Zelle mit ihren Nachbarndurch
gerichteteKanten. Die Richtungeiner Kante gehtdabeivom Nachbarnzur Zelle.

Falls 7 strukturiertist, alsoz.B. I = 7,1 = Z%oder! = Zy gilt, kdnnendie Nach-
barschaftenmit Hilfe der Struktur definiert werden. So emibt 7 = 72 mit N(i) =
(z,24(0,1),2 —(0,1),2 4 (1,0),2 — (1,0)) ein Rechteckgitterin der Ebene mit der so-
genanntenVON NEUMANN Umgebung (Abb. 1.2.2.b). Fur I = Zy mit N(z) =
(41 modN,: —1 mod N) erhalt man einenRing mit je zwei Nachbarnpro Zelle (Abb.
1.2.2.c). Sind in diesenFallen die lokalen Funktionenalle gleich definiert, so spricht man
von homogenereellularen Strukturen.
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Abbildungl.2.2. \erschieden&etzezellularer Struktuen. a) zeigteinebeliebigeStruktur(Die Pfeiledeutendie
Nachbarnan), b) ein Rechteckgittemit vVON NEUMANN Nachbarschaf{mit den Nachbarnder zentralenzelle),
c) ein ringformigesNetz einer zellularen Struktur.

Nachder Definition der zellularenStruktursind fastbeliebigeNetzevon Zellen maglich. Wir
wollen im folgendeneine Unterklassevon Netzenmit strengererStrukturenabgrenzen:

1.2.2. Definiton: Feedforward Netz

In dem Graph, der durch die Nachbarschaftsbeziehungéw einer zellularen Struktur
Z = (I,W, N, f) gegeberist, sagenwir, eineZelle : ist in n Schrittenvon Zelle ; aus
erreichbar,wenn es Zellen k4, ..., k,_1 und Kantenvon 5 nachk,, von k,,_; nachk,,
fur m = 2,...,n — 1 und von k,_; nach: gibt.

Die Menge E; = {i € I | N(z) = 0} bezeichnerwir als Mengeder Eingabezellen

) ¢(N(:)) wird geraR der folgendenNotation gebildet: Sei N(i) := (ji, ..., j») dannist
c(N(2)) := (e(j1), -, ¢(Jn)). Etwasverkiirzendbenutzerwir N(z) auchals Bezeichnung
fur die Mengeder Nachbarnund lassendabeidie Ordnungunbeficksichtigt.



Sind die Mengen S,, = {: € [ | Je € E mit: istin n Schrittenvon e auserreichbaf
disjunktund nicht leer, so nennenwir sie SchichterdesNetzesund sprechernvon einem
n + 1-schichtigerfeedforward Netz Die Eingabezellerbilden die nullte SchichtS, die
Mengeder Zellen, die Eingabezellerals Nachbarnhaben,die ersteS; usw. Die letzte
Schicht S,, wird auch Ausgabeschichgenannt.

Eingabezellen 1.Schicht  2.Schicht 3.Schicht  4.Schicht

Abbildung1.2.3. Ein feedforward Netzmit 5 Schichten.

Nebender Struktur des zugrundeliegenden Netzes konnen auch Eigenschaften anderer Kom-
ponenten der zellularen Struktur zur Charakterisierung benutzt werden. Ist beispielsweise W
eine Gruppe und sind die lokalen Funktionen Homomorphismen, so ist die globale Funktion
ein Homomorphismus der Gruppe der Konfigurationen. Zur ihrer Untersuchung steht damit
die Theorie der Gruppenhomomorphismen zu Verfugung.

Fal’t man den Raum der Konfigurationen mit endlicher Wertemenge W a's Produkt C' = H w

auf, ausgestattet mit der Produkttopologie der diskreten Topologie auf W, so gilt: leéine
Selbstabbildung ' : C' — (' ist genau dann stetig, wenn sie globale Funktion eines zellularen
Automaten ist (Siehe [2]).

Neuronale Netze sind zellulare Strukturen mit speziellen lokalen Funktionen, die in Analogie
zum Verhalten von natiirlichen Neuronen gewahlt werden.

1.2.3. Definition: Neuronales Netz
1. Eine zellulare Struktur N = (I,W, N, f) mit W C R und

file(N(@) =& Y wije(y) | mitwi; €R (1.2.1)

JEN (1)
und monoton wachsenden Funktionen ¢; : R — W heilét (deterministisches) neuronales
Netz. Die Funktion ¢; heif3t Outputfunktion der Zelle ..
w; ; wird als Gewicht von Zelle j nach Zelle ¢ bezeichnet.
2. Eine Funktion der Form

og : R" — {0,1}; op(z) = (p (Z wil‘i) = { L falls l.zzlwixi —0=20
i=1

0 sonst



heif}t lineare Schwellwertfunktion mit Gewichten wy, ..., w, und Schwellwert §. Sie ist
durch das (n + 1)-Tupel w = (w1, ..., wy, —0) € R"*! vollstandig charakterisiert.

Eine lokale Funktion einer Zelle eines neuronalen Netzes bildet also die gewichtete Summe
der Werte ihrer Nachbarzellen. Auf diese Summe wird die Outputfunktion ¢; angewendet,
um den neuen Wert der Zelle zu berechnen. Die Bezeichnung “linear” in 1.2.3.2 bezieht
sich auf die Summation der Werte der Nachbarzellen, die Bezeichnung “Schwellwert” auf
die Sprungfunktion (y.

Fur eine Zelle mit linearer Schwellwertfunktion als lokaler Funktion gilt: Uberschreitet die
Summe der Werte der Nachbarzellen einen Grenzwert, so nimmt die Zelle den Wert 1 (aktiv)
an, anderenfalls den Wert 0 (passiv). (In manchen Modellen werden auch die Werte 1 und —1
gewahlt). Die Analogie zum Verhalten von natirlichen Nervenzellen (Siehe Abbildung 1.1.1)
besteht aus dem diskreten An/Aus Verhalten in positiver oder negativer Abhangigkeit von
den von auf3en einwirkenden Impulsen.

Man kann die Gewichte w; ; , j = 1,..., #N(i)® as Parameter der lokalen Funktion f; der
Zelle ¢ eines neuronalen Netzes ansehen. Wenn [ endlich ist und N(z) = I gilt, ist es aber
auch ublich, sie as Zeilen einer Matrix zu speichern. Man spricht dann von symmetrischen
Gewichten, wenn die Matrix symmetrisch ist, wenn aso gilt: w; ; = w;; Vi,5 € {1,...,n}.
Wahit man im Fall N(:) = I die Identitét als Funktion &; in 1.2.1, erhélt man als globae
Funktion gerade die lineare Abbildung, die durch die Matrix gegeben ist. Die Konfiguration
ist ja gerade ein Vektor, und die Summation entspricht der Multiplikation einer Zeile der
Matrix mit diesem Vektor.

Eine weitere Moglichkeit, die Gewichte der linearen Schwellwertfunktion in die Definition
eines neuronalen Netzes einzubinden, besteht darin, die Elemente in W so aufzubauen, daf3
sie die Gewichte enthalten, z.B. in der Form W = {0,1} x R"*!. Dann miissen die lokalen
Funktionen entsprechend definiert werden. Diese Form ist formal komplizierter, ermoglicht
dafur aber die Veranderung der Gewichte durch die lokalen Funktionen, ein Effekt, der bei
kontinuierlich lernenden Systemen erwiinscht ist. Ich werde darauf aber hier nicht weiter
eingehen.

Solche Uberlegungen sind alerding mehr formaler Art. In der Praxis werden die Algorithmen
meist ad hoc definiert, ohne sie in einen theoretischen Rahmen einzupassen. (Der auch nur
dann nitzlich ist, wenn er die Anwendung von bekannten Ergebnissen ermoglicht oder zur
Klarung der Struktur beitragt.)

1.3. Typisierung neuronaler Netze

Fur eine Vielzahl von Aufgaben werden Losungsansatze mit neuronalen Netzen untersucht.
Es lassen sich verschiedene Aufgabentypen unterscheiden:

— Assoziative Speicher (Assotiative memory): In einem System werden Bitmuster gespei-
chert. Wird dem System ein Teil eines Musters dargeboten, soll es in der Lage sein, das
gesamte Muster zu reproduzieren.

— Inhaltsadressierbare Speicher (Content adressable memory): Auf einen dargebotenen Sti-
mulus soll das System in einer bestimmten Weise reagieren. (z. B. die Vergangenheits-

3  #X bezeichnet die Machtigkeit der Menge X
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form eines regelmaldigen oder unregelmaldigen englischen Verbs bilden (Siehe [8] Kapitel
18)).

— Kategorisierung: Dargebotene Bitmuster sollen in Klassen eingeteilt werden. (z. B. sollen
Pixelmuster als Buchstaben erkannt werden).

Bel diesen Aufgaben soll auch eine gewisse Fehlertoleranz gelten. Sind die dargebotenen
Stimuli leicht verandert oder “verrauscht”, soll trotzdem noch das “richtige” Muster produziert
werden. Dabei vermischen sich die Aufgaben des Kategorisierens und des assoziativen
Speichers.

Ein wichtiges Merkmal neuronaler Netze ist, wieder in Analogie zu biologischen Systemen,
der Versuch, das System aus Beispielen lernen zu lassen. Dieses “Wissen” wird in den
Gewichten “gespeichert”. Man unterscheidet zwischen zwei Arten des Lernens:

— Uberwachtes Lernen (Supervised learning): Das System soll Stimulus-Response-Paare
lernen. Dazu werden in der Regel zunachst in einem separaten Verfahren Gewichte
aus den Stimulus-Response-Paaren berechnet, die dann in der “Arbeitsphase” verwendet
werden.

— Unuberwachtes Lernen (Unsupervised learning): In diesem Fall werden dem System
nur Stimuli dargeboten. Aus ihrer Haufigkeit, ihrem gemeinsamen Auftreten und ihrer
Ahnlichkeit untereinander werden Informationen gewonnen. Diese Art des Lernens
ist mehr an psychologischen und physiologischen Theorien orientiert. So wird in der
Assozi ationspsychol ogie angenommen, dal? Dinge, die haufig gemeinsam auftreten, durch
starke Assoziationen verbunden sind, d.h. wenn eines auftritt, wird das andere “erinnert”.
Auf der neuronalen Ebene entspricht dem die HEBB'sche Regel: ‘When an axon of a
neuron z is near enough to help fire a neuron y and does so, some change takes place
such that = becomes more effective at exciting y.” (D. O. HEBB, 1958, zitiert nach [12]
Seite 92). Diese Art Lernen findet typischerweise nicht in einer separaten Phase statt,
sondern das System wird den Stimuli ausgesetzt, im Laufe der Zeit werden die Gewichte
verandert, und dadurch verandert sich auch das Verhalten des Systems. Typische Beispiele
sind KOHONEN Modelle (Siehe z.B. [13], [6]).

2. Modelle und Beispiele

In diesem Kapitel werden Ergebnisse und Modelle in der Reihenfolge ihrer historischen
Entwicklung vorgestellt. Die Modelle stehen als Prototypen fur jeweils eine Vielzahl von
ahnlichen Modellen.

2.1. Schwellwertlogik

1943 zeigten WARREN S. McCULLOCH und WALTER PITTS [9], dal3 mit Schwellwertfunktionen
jede logische Funktion modelliert werden kann. Dazu geniigt es zu zeigen, dal? die logischen
Funktionen AND und NOT mit Schwellwertfunktionen modelliert und verknipft werden
kdnnen. Die Schwellwertfunktionen o sind als Tabellen (2.1.4) und (2.1.5) angegeben, wobei
0 for den Wahrheitswert falsch (false) und 1 fur wahr (true) steht. (Wir folgen in diesem
Abschnitt [12])
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Abbildung 2.1.4. Darstellung der logischen Funktion NOT (—1,+1) als Schwellwertfunktion.

2 2
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0,0 0 3 0 0,0 0 5 0
3 1
0,1 | 3 0 0,1 1 1 1
1,0 1 3 0 1,0 1 3 1
3 1
1,1 9 3 1 1,1 9 L 1

Abbildung 2.1.5. Darstellung der logischen Funktionen AND (1,1, —2) (links) und OR (1,1, —1) (rechts) als
Schwel lwer tfunktionen.

Die logische Funktion XOR &t sich nicht mehr durch eine einzelne Schwellwertfunktion mo-
dellieren, aber sie |&3t sich folgendermal3en bilden: z xory = (z and not y) or (y and not z).
Diese Funktion ist in Abbildung 2.1.6.a als neuronales Netz mit Schwellwertfunktionen dar-
gestellt. Sie laldt sich noch vereinfachen. (Siehe 2.1.6.b.)

Abbildung 2.1.6. Die logische Funktion XOR l&f sich durch Verknupfung von NOT, AND und OR darstellen
(a) oder auch einfacher mit drei Schwellwertfunktionen modellieren. Die Kreise stehen fur Zellen, die Pfeile fur
\erbindungen. Die Zahlen an den Pfeilen geben die Gewichte an, die in den Kreisen die Schwelle der Zelle.
(Darstellung nach [8])

Die Vollstandigkeit der Schwellwertlogik ist vor alem ein theoretisch interessantes Ergebnis.
Sie besagt, dal? ales, was mit einem herkdmmlichen Computer berechnet werden kann, auch
mit einem neuronalen Netz berechnet werden kann. Sie spielt im Bereich der neuronalen Netze
kaum eine praktische Rolle, da diese ja eingesetzt werden, um Phanomene zu modellieren,
die mit herkdommlichen Computern schwer zu bearbeiten sind.



2.2. Das Perceptron

Das (einfache) Perceptron wurde 1962 von FRANK ROSENBLATT veroffentlicht [15]. Die
folgende Darstellung des Perceptrons orientiert sich im wesentlichen an [10] und [1]. Esist

,,,, W
& N
D A Ausgabezelle
w, Gewichte
Feature Detektoren

Retina

Abbildung 2.2.7. Das Perceptron. (Abbildung nach [10]). Beim Lernen werden nur die Gewichte zur
Ausgabezelle hin verandert. Die Feature Detektoren bleiben unverandert.

ein feed forward Netz mit drei Schichten zur Klassifizierung von Mustern. (Siehe Abbildung
2.2.7). In der Eingabeschicht Sy, die in Anlehnung an das Auge auch Retina genannt wird,
werden Pixelmuster angelegt. Die mittlere Schicht S; besteht aus Feature Detektoren. Diese
Zellen haben Schwellwertfunktionen als lokale Funktionen, die Muster in einem Bereich der
Retina erkennen, d. h. beim Vorliegen eines entsprechenden Musters den Wert 1 annehmen
und sonst 0 sind. Diese Feature Detektoren wiederum liefern die Eingabewerte fir eine
Ausgabezelle « , die einzige Zelle der Ausgabeschicht S5 .

Es werden zwei Mengen von Mustern vorgegeben. Durch einen Lernalgorithmus soll erreicht
werden, dai3 die Ausgabezelle immer dann aktiv ist (d. h. den Wert 1 hat), wenn ein Muster
aus der einen Menge anliegt, und immer dann inaktiv ist (d. h. den Wert 0 hat), wenn ein
Muster aus der anderen Menge anliegt. Wir werden sehen, dal? das genau dann erreichbar ist,
wenn die beiden Mengen linear separabel sind, d. h. wenn es im Vektorraum, der durch die
Werte der Feature Detektoren aufgespannt wird, eine Hyperebene gibt, die die zwei Mengen
trennt.

Der zweite Aspekt, mit dem wir uns naher beschaftigen werden, ist die Frage, wie weit
Parallelisierung mit dem Perceptron moglich ist. Als Mal3 dafur wird die maximale Anzahl
der Eingaben fur einen Feature Detektor genommen, die notig ist, um eine Aufgabe zu



l6sen. Ein berihmtes Ergebnis aus [10] besagt, dal3, um festzustellen, ob die Anzahl der
Retinapunkte, die aktiv sind, gerade oder ungerade ist, mindestens ein Feature Detektor alle
Retinapunkte als Eingabe haben mul3. D. h. es kann fur diese Aufgabe mit dem Perceptron
nicht effektiv parallelisiert werden. Dieses Ergebnis war einer der Griinde, warum Ende der
60er Jahre die Forschung auf diesem Gebiet entmutigt wurde. Dabel sagt dieses Ergebnis
nichts dartiber aus, ob zum Beispiel mit einem mehrschichtigen Perceptron solche Verfahren
realisiert werden konnen. (Darauf weisen die Autoren in [10] Ubrigens ausdriicklich hin.)
Aulerdem scheint mir die Frage, ob die Anzahl aktiver Bildpunkte gerade ist, oft irrelevant.
Sie wird niemanden bel einem gerasterten Fernsehbild interessieren, wohl aber die Frage, ob
der Inhalt des Bildes “erkannt” werden kann.

Zunachst geben wir eine formale Definition des Perceptrons im Rahmen von 1.2.1:

2.2.1. Definition: Perceptron

Ein endliches dreischichtiges neuronales feed forward Netz P = (I, W, N, f) mit einer
Zerlegung in Schichten R = So ¢ I; D = Sy C I; {a} = S; Cc I, W = {0,1}
und linearen Schwellwertfunktionen als lokalen Funktionen der Zellen aus D U {a} heil3t
(einfaches) Perceptron.

R wird als Retina bezeichnet, die Zellen in D heil’en Feature Detektoren, « heif
Ausgabezelle.

Als Eingabemuster bezeichnen wir Konfigurationen, die auf den Zellen aus D U
{a} gleich 0 sind.

Ein Eingabemuster ¢ legt das Pixelmuster eines Bildes auf der Retina fest. Wegen der feed
forward Struktur des Netzes stellen die Werte der Feature Detektoren in der Konfiguration
F(e) den ersten Verarbeitungsschritt des Bildes dar. Der Wert der Ausgabezelle « in der
Konfiguration I"?(¢) = F o F(¢) liefert das Ergebnis des Erkennungsprozesses.

Um den Lernalgorithmus vorzustellen, bendtigen wir einige Definitionen:

2.2.2. Bezeichnungen:

Die Symbole [.] verwandeln einen logischen Wert in Zahlen: [true] :=1; [false] :=0
Sei d = #D die Anzahl der Feature Detektoren jq,...,7; €ines Perceptrons und
selen wq 1, ..., w, 4 die Gewichte zwischen den Feature Detektoren und der Ausgabe-
zelle a. Dann ist die lineare Schwellwertfunktion der Ausgabezelle « durch w :=
(a1, eos Wards Waar1) € R mit wyaqy := —0, charakterisiert. Bezeichne z :=
(¢(J1), .-, c(jq)) den Vektor der Werte der Feature Detektor Zellen, so bezeichnen wir
mit @ = (¢(j1),...,¢(ja),1) € R? x {1} =: X% < R*! den um eine Kompo-
nente 1 verlangerten Vektor. Durch diese Verlangerung wird der Schwellwert durch eine
zusatzliche Zelle mit dem konstanten Wert 1 simuliert. Auf diese Weise werden wir im
folgenden haufiger annehmen, dal3 der Schwellwert gleich 0 ist. Die Schwellwertfunktion
der Ausgabezelle « kann nun mit Hilfe des Skaarproduktes vereinfacht so geschrieben
werden:

oa(z) = [w-T > 0] (2.2.1)



Zwei Mengen Y7,Y; ¢ X% heiRen linear separabel, wenn ein w € R4t existiert, so

- >0 fall Vi
o > allsy € i
oy {<0 Fallsy € Yy 222)

Wir sagen auch w trennt Y7 und Y5.

2.2.3. Satz: Konvergenz des Perceptron Lernalogorithmus
Mit den Bezeichnungen aus 2.2.2 gilt:
Sind Y3,Y, ¢ X% endlich und separabel, so konvergiert der folgende Algorithmus
gegen einen Vektor w € R?*!, der sie trennt:
1. w" = (0,...,0) € R,
2. Waéhle y € Y7 U Y; beliebig.
Falsy € Y and y - w" < 0 setze w"*! := w™ +y
Falsy € Y, and y - w™ > 0 setze w™ ! := w™ — y
In allen anderen Fallen setze w™t! := w".
3. Wiederhole ab 2., falls w™t! Y7 und Y nicht trennt.
Beweis: (nach [1])
1. Esist aquivalent, zu (22.2) Y := Y1 U {y | —y € Y2} zu setzen und zu verlangen, dal3
w-y > 0Vy € Ygeltensoll
2. Sel {y'}leN ;yteY ene Folge von Trainingsvektoren, in der jedes y € Y unendlich oft
vorkommt. Sei {w'}, \ : w' € R™ die Folge der sich daraus nach dem Algorithmus

ergebenden Ge\Nlchtsvektoren. In beiden Folgen gehen wir, ohne die Bezeichnung zu
wechseln, zur Teilfolge derjenigen Elemente Uber, bei denen sich «w™ andert. Dann gilt:

w! -yl <0 (2.2.3)
und wegen w’*! = w’ + y/ weiter
wt =yl 42 4 4y (2.2.49)

3. Zu zeigen ist, dal3 j beschrankt ist.
Sei w # (0, ...,0) ein Vektor, der die Kategorien trennt (und nach Voraussetzung existiert). Wir
wahlen 0 # o <min {y'-w | ¥ € Y} , und es folgt mit (2.2.4) w’*! - w = (y' +...+¢’) -

w > jo und mit der Chauchy-Schwarz’ schen Ungleichung \w”l\z > 1;‘?

Andererseits gilt wegen (2.2.3) fur dle j € N, [w/t|* = |w/[* + 2wiy/ + |y/|° <
‘wj‘2 + \yj\2 < |ll)j_1‘2 + ‘yj_l‘z : < gM mit M = max{|y|2 |y € Y} folglich

2 2
] o

|w]”

lel

< j|M| sowie j < und damit die Aussage.

O]

Als zweites wollen wir das oben zitierte Ergebnis Uber die Grenzen der Parallelisierbarkeit
mit dem Perceptron vorstellen. Dabei kdnnen aus Platzgrinden nicht alle Schritte bewiesen
werden, es soll aber deutlich werden, welche Mittel zur Analyse benutzt werden.
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2.2.4. Definition: Pradikat

Sel C die Menge der W = {0, 1} Konfigurationen auf einer endlichen Menge R. Eine
Abbildung ¥ : ¢ — {0,1} heiRt Pradikat. Aquivalent 1aRt sich ein Pradikat als
Funktion der Teilmengen von R definieren, auf denen die Konfiguration ¢ gleich 1 ist:
U P(R) — {0,1} 5 W(X) = U(e, ) mit cZ'({1}) = X.

C
X

Der Trager von ¥ bzw. ¥ ist die Menge
S(0) = 5(@) ={ieR|IceC, IeWmitl(c)£ V(e

mit ¢; +(¢) =t und ¢; 4(7) = c(y) fur j # <.
For X C R heil}t ein Pradikat » bzw. ¢ mit

—~ _[1 fdlsXCY
2 (¥) = {0 sonst
Maske von X.
Masken lassen sich als Produkte schreiben: ¢ (c) = [] c(é).
ieX

Ich werde im folgenden die beiden Definitionen eines Pradikates parallel benutzen, ohne sie
in der Schreibweise von einander zu unterscheiden. Die jewellige Interpretation ergibt sich
aus dem Zusammenhang. Konfigurationen werden (als Abbildungen) mit kleinen Buchstaben
notiert, Tellmengen der Retina mit grof3en.

2.2.5. Satz: Normalform einesPradikates

Sel C die Menge der {0,1} Konfigurationen auf einer endlichen Menge R und M die
Menge der Masken auf R. Zu jedem Pradikat ¥ gibt es eine eindeutige Darstellung der
Form

U(e) = Z ayp(c) mit oy, € Z (2.2.7)
weEM

Beweisskizze:
Fur jedest € W—1({1}) bildet man die Funktion

Dy(c) := ( H c(i)) ( H (1 C(Z)))
iet=1({1}) i€t=1({0})

die genau fur ¢ = ¢ den Wert 1 annimmt und sonst 0 ist. Dann gilt

V()= Y Do)
tev—({1})
und mit geeigneten Umformungen 1at sich die Existenz und Eindeutigkeit der Normalform
zeigen.
O

Aus diesem Satz geht hervor, dal3 sich jedes Pradikat mit geniigend vielen Masken in einem
Perceptron implementieren 1af3t. Allerdings steigt die Anzahl der Teilmengen einer Menge mit
der Anzahl ihrer Elemente mit 2". Eswird also sehr bald Schranken der Implementierbarkeit
geben. Eine andere Frage ist, wie grof3 die benutzten Masken sein miissen, um ein Pradikat zu
implementieren. Um diese Frage zu beantworten, definieren wir die Ordung eines Pradikates:

12



2.2.6. Definition: Ordung eines Pradikates

Sei ¥ : P(R) — {0,1} ein Pradikat auf einer endlichen Menge R. ¥ wird als
lineare Schwellwertfunktion beziiglich einer Familie F' von Pradikaten ¢ : PB(R) —
{0,1} bezeichnet (Notation: ¥ € L(F')), wenn es sich als Schwellwertfunktion einer
gewichteten Summe dieser Pradikate darstellen &3t

U(X)= | app(X)>0| mito,o, €R (2.2.10)
p€EF

Als Ordnung des Pradikates bezeichnen wir das kleinste &, fur das es eine Familie F
von Prédikaten gibt, so dal3 W € L(F') ist und kein Trager eines ¢ € F mehr as k
Elemente hat.
Die Ordnung eines Pradikates ist also der grofite Bereich der Retina, den ein einzelner Feature
Detektor “sehen” kdnnen muf3, um das Prédikat als Perceptron zu implementieren.
Als néachstes benotigen wir einen Satz Uber die Invarianz von Prédikaten bei Transformation
der Werte der Zellen der Retina. Dazu einige Notationen:

2.2.7. Notation:

Sei R eine Menge. Die Bijektionen auf R bezeichnen wir als Transformationen. Sie
bilden mit der Hintereinanderausfihrung eine Gruppe . Zwe Pradikate ¥ und @
auf R heil3en aquivalent (® = U) beziglich einer Untergruppe H C @, fals en

g € Hmit U(¢gX) = ®(X) VX C R exidtiert. Eine Menge von Prédikaten F' heil3t
abgeschlossen unter H, wenn fur jedesg € H und jedes® € F gilt &g € F'. Ein Pradikat
U heild invariant unter einer Untergruppe H C G, wenn fur jedes g € H gilt: Wg = .

2.2.8. Satz: Invarianz unter Transformationen

Sei R eine endliche Menge und G eine Gruppe von Transformationen darauf. Sei F'
eine unter G abgeschlossene Familie von Pradikaten auf R. Sei ¥ ein Pradikat, das eine
lineare Schwellwertfunktion beziglich F ist, dann existiert eine Darstellung

U(X) = [ Bep(X) =0
pel
deren Koeffizienten 3, nur von der G-Aquivalenzklasse von o abhéngen, fir die also
gilt: - o = By = By
Beweisskizze:
Aus (2.2.10) wird fur beliebiges X mit U(X) = 1 in einer Art Mittelung die Formel

U(X) = Z Zawg p(X) >0
peF \ged
hergeleitet und 3, := ) ., gesetzt. Anaog verfahrt man fur X mit U(X) =0

g€eG
Mit ¢ = ¢'h folgt dann B, = > @pog = D Qpihog = 2 Qprog = B
geG geG geG
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2.2.9. Korrolar:
Ist ¥ = I, U...U F,, eine Zerlegung in Aquivalenzklassen beziiglich = dann gilt

_ {Z a; Ni(X) > Ow mit N;i(X) = #{(p € Fi | p(X) = 1)}

Beweis;

Y app(X Z D app(X) =D ai Y p(X) =) eili(X

peF 1=1 peF; = peF;

2.2.10. Satz: Ordnung von V., qq4.
Sel R endlich. Das Pradikat

W PB(R) = 0,1} W(X) 1= Wyeraae( X) = [#X ist geradle Zah]

hat die Ordnung #R.
Bewels:
1. U istinvariant unter alen Transformationen. Sei £ die Ordnung von W, dann gibt es nach

2.2.8 eine Darstellung von ¥ mit ¢ € F' Masken, bei der die Koeffizienten nur von #S(¢),
der Méachtigkeit des Tragers von ¢, abhangen:

k
Z ajN; (X) >
=0

mit
Ni(X)= 3 (X)) =#{Y C X |#Y = j} dap(X) =1 & S(p) C X
PEF;
Folglich ist
Ni(X) = <#]-X> _ XX - 1).]..!.(#X_j Iy

k

ein Polynom in #X vom Grade j < k. Damit ist auch ) «;N;(X) ein Polynom in #X
7=0

vom Grade ; < k. Nach Definition gilt aber

k
> aiNj(X) >0
j=0

Als Polynom in # X andert die Summe also mit einer entsprechenden Folge Xy, X1, ..., Xxr
mindestens # R mal das Vorzeichen und muf3 deshalb als Polynom mindestens vom Grade
#R sein. Folglich hat ¥ die Ordnung #R.

1 falls #X =0,2,4,
|0 falls #X =1,3,5,...

O
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2.3. HOPFIELD Netze

HOPFIELD Netze [4] sind im Gegensatz zu Schwellwertlogikelementen und dem Perceptron
keine feed forward Netze, sondern vollvernetzt, d.h. jede Zelle ist mit jeder anderen
verbunden. AuRRerdem sind sie im strengen Sinne keine deterministischen neuronalen Netze,
da sie eine Zufallskomponente aufweisen: Statt der ssmultanen Erneuerung aller Zellwerte
durch die globale Funktion wird in jedem Schritt eine Zelle zufdlig ausgewahlt und ihre lokale
Funktion ausgefuhrt. Durch dieses sukzessive Vorgehen kann man zeigen, dal3 eine geeignet
gewahlte Energiefunktion fur das gesamte Netz monoton falt. Wegen der Endlichkeit des
Systems garantiert das die Konvergenz des Netzes gegen eine Konfiguration, die ein lokales
Minimum der Energiefunktion ist.

HOPFIELD Netze sind assoziative Speicher bzw. dienen zur Kategorisierung von Mustern:
Eine vorgegebene Menge von Konfigurationen soll im Netz gespeichert werden. Wird dann
eine beliebige Konfigurtion eingegeben, so soll sich das Netz zu einer ahnlichen Konfiguration
aus den vorgegebenen hin entwickeln.

Ein HOPFIELD Netz ist durch seine Gewichtsmatrix festgelegt. (Siehe 1.2) Der Algorithmus
sieht folgendermalien aus:

2.3.1. Definition: HOPFIELD Netz

Sel ¢ eine symmetrische N x N Matrix mit Nullen in der Hauptdiagonalen, also
G ={gij}; 9i5 = gjis 9 = 0 furd,j=1..N.

Sei H = (I={1,...N}, W ={0,1}, N, f) ein neuronales Netz mit N(:) = [ und
Gewichten ¢; ;. Die lokalen Funktionen f; seien lineare Schwellwertfunktionen mit
Schwellen § = 0.

Fur eine zuféllig ausgewahite Zelle :e{1...N'} wird aus einer Konfiguration »€{0, 1}N en
Nachfolger ®;(v) berechnet, indem mit der lokalen Funktion f; ein neuer Wert erzeugt
wird:

N
;O — C; bi(w)(k) = § SivT) =0 (]29’@1”0)> falls k=1 531
v(k) sonst
Dieses Verfahren wird iterativ fortgesetzt, bis v = ®;(v) Vi € I gilt.
Es gilt nun die Endlichkeit dieses Verfahrens nachzuweisen. Dabei kommt es, wie wir sehen
werden, auf die Stelle, an der die Anderung vorgenommen wird, nicht an. Allerdings kann

die Konfiguration, die schliefdlich as Ruhezustand erreicht wird, von der Zufallsreihenfolge
abhangen, mit der die Zellen gewahlt werden.

HOPFIELD definiert in Analogie zur Physik einen Energiezustand des Systems nach der
Formel:

N N
1 Ny
E(v) = —§Zzgi]‘v(l)v(3) (232
=1 y5=1
Wegen der Symmetrie der Matrix GG kann man die Energiedifferenz, die sich beim Ubergang
von v nach ®;(v) ergibt, in die Formel

N
AE = E(®;(v)) — E(v) = —Av(i) Zgijv(j) = —Av(i)y; (2.3.3)
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N

zusammenfassen, wobei Av(z) := ®;(v)(z)—v(z) gesetztistundn; = ) g;;v(j) geradedie
7=1

Summeist, diein der Schwellwertfunktion dartiber entscheidet, ob ®;(v)(z) gleich 0 oder 1 ist.

Durch die geschickte Wahl der Energiefunktion (2.3.2), &% sich die Endlichkeit des Algo-
rithmus dadurch zeigen, dai3 fur alle v € {O,I}N AFE(v) < 0 gilt, d. h. die Energie im
Verlauf des Algorithmus' nicht wachst. Uber die Endlichkeit von {0, 1}N ergibt sich damit
die Endlichkeit des Algorithmus'.
Wir zeigen:
1 AE(v) <0 VYove{0,1}"
a) 7i(v) < 0= ®;(v)(i) =0= Av(z) <0 = AE(v)
b) ni(v) > 0 = ®;(v)(i)= 1 = Av(i) > 0 = AE(v)
2. FAls AE(v) =0und v # ®;(v) ist, gilt v(7) = 0 und ®;(v)(i) =1 :
Aus AE(v) = 0 und v(z) # ®;(v)(z) folgt n; = 0 . Daher muB ®;(v)(¢) = 1 sein
und folglich »(z) = 0.
Es mul? also in jedem Fall, in dem E(v) = E(®;(v)) und v # ®;(v) gilt, in einer Zelle der
Wert von 0 auf 1 gesetzt werden. Da nur endlich viele Zellen existieren, muf3 irgendwann
ein Fixpunkt erreicht werden.®

<0
<0

Ist eine Konfiguration erreicht, bei der jede Anderung des Wertes einer einzelnen Zelle die
Energie erhoht, ist dies ein lokales Minimum der Energiefunktion und ein Fixpunkt der
|teration.®

HOPFIELD versucht durch die Konstruktion der Matrix G, eine vorgegebene Menge S von
Konfigurationen zu lokalen Minima der Energiefunktion und damit zu Fixpunkten der Iteration
des Algorithmus zu machen. Dazu verwendet er die Formel

Gy = { 6%%(25(@') —1)(2s(y) = 1) falls 14y (23.4)

sonst

Die Summanden sind gerade gleich 1 bzw —1, je nach dem, ob s(z) = s(7) oder s(z) # s(j)
ist. Sind also die Werte der Zellen : und ;7 in der Mehrzahl der Konfigurationen aus S gleich,
so ergibt sich ein positives Gewicht g;; ansonsten ist g;; negativ bzw. Null.

Zu der Energie (2.3.2) tragen nur die Gewichte bei, die Zellen verbinden, deren Werte
in der Konfiguration beide eins sind. Der Beitrag ist negativ, wenn in der Mehrzahl der
Konfigurationen aus S die Werte der Zellen gleich sind, sonst ist er Null oder positiv. Setzt

4 Dadie Auswahl der Zelle i zufalig war, muRte man genau genommen davon ausgehen,
dal? zuerst eine Zufalsfolge von Elementen aus {1, ..., N} gewahit wird, in der jedes
i€ {1,..., N} unendlich oft vorkommt. Fir jede solche Folge wére dann die Konvergenz
gegen einen Fixpunkt bewiesen.

5  Als Abstandsmal? zwischen den Konfigurationen wird die “Hamming distance” gewahlt,
dasist die Anzahl der Zellen, in denen sich die Werte zweier Konfigurationen unterschei-
den.
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man in die Formel (2.3.2) die Formel (2.3.4) ein, ergibt sich

N N
B =5 Z(Z(zsu)—1><2s<j>—1>>v<z‘>v<j>

=——ZZZ 2s(i s(7) = Dv(e)o(j)

% (2.3.6)

Die Hoffnung, dafl3die Elementeaus.S zu lokalenMinima der Enegiefunktionund damit zu

Fixpunktenwerden,beruhtauf demzweitenTeil von (2.3.6). Dieserwird betragsral3iggrof3,

wennv = z oderv = 1 — z (die Konfiguration,beider die Werte0 und 1 vertauschsind)ist.

Falls z(¢) = 1 = v(z) = 1 gilt, abernicht die Umkehrungdavon,kannesvorkommen,daf
in diesemzweitenTeil negativeSummandemuftretendie, wegendesnegativerVorzeichens
der Summe,die Enegie von v wieder erhbhen.

Wie HOPFIELD “experimentell” beobachtetefritt Konveigenz gegeneinen nahenFixpunkt

auf, wenn die Anzahl der Konfigurationenin S klein ist im Vergleich zu N (fur ungeghr

#S5 < 0,15 - N) und wenndie Abstandezwischenden Konfigurationenaus.S' grof3 sind.

Diese Ergebnissdassensich durch die Formel (2.3.6) erklaren:

— Der EinfluR einer einzelnenKonfiguration aus S auf (2.3.6) wird grol3er, je weniger
ElementeS hat.

— EineKonfigurationv liegt nahebei z, wenndie Wertein vielen Zellengleich sind. Wenn
die AbstandezwischendenKonfigurationeraussS grof3sind, solltenkleine Veranderungen
von v nur einengeringenEinflul® auf denerstenTeil von (2.3.6)habendaim Mittel nur
fur wenige Paare(z,7), fur die z(z) = z(y) gilt, fur beliebigess € S, s # z auch
s(z) = s(j) gilt. Der zweite Teil von (2.3.6) wird daher Uberproportionalzu (2.3.6)
beitragen.Zugleichist die Wahrscheinlichkeigro3,dal3bei der VeranderungdesWertes
einer Zelle j mit v(j) # z(j) die Anzahl der Paare(y, k) mit v(j) = v(k) = 1 und
z(j) = z(k) groBerist als fur anderes € S. Dies fiihrt dazu,dafieine Veranderungn
Richtungauf z hin wahrscheinlichemwird.

Esseinocheinmalangemerktdalbei der Berechnungler Gewichtenach(2.3.4)auchlokale
Minima der Enegiefunktion entsteherkdonnen,die nichtin S liegen. (So unterscheidetie
Formel (2.3.4) nicht zwischens € S und 1 — s.) Auch brauchtnicht jedess € S ein
lokales Minimum der Enegiefunktion zu sein. Es lal3tsich also allgemeindie Konvelgenz
gegenFixpunkte zeigen, nicht aber die Menge der Fixpunkte angeben. Aul3erdemkdnnen
durchdie zufallige Auswahlder Zelle, die in jedemSchritt bearbeitetvird, in verschiedenen
Durchlaufenvon gleichenStartkorigurationenausverschiedendixpunkteerreichtwerden.
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2.4. Der Backpropagatiolgorithmus

Wie wir in Satz2.2.5gesehetaben)altsichjedesPradikatauf {0, l}N durchein Perceptron
darstellen,wenn alle Maskenals FeatureDetektorenvorhandensind. DiesesErgebnislafit
sich sofort auf Netze verallgemeinernbei denendie Ausgabeschichtaus mehr als einer
Zelle besteht. Ein solchesNetz implementiertdann kein Pradikat mehr, sonderneinen
inhaltsadressierbareBpeicher,oder mathematisclgesprochereine Abbildung von {0, 1}N
nach {0, 1}*.©)

Die Forderung,da? alle Masken als Feature Detektorenvorhandensein miussen, macht
diesesErgebnisin der Praxisallerdingswenig nutzlich. Es ware dahergut, nur die Feature
Detektorenzu implementierendie tatsachlich gebrauchtwerden. Dazu berbtigt man eine
Methodemit derdie GewichtebeifeedforwardNetzenmit mehralszwei Schichterberechnet
werdenkonnen.

Dafur wurde der sogenannt®ackpropagatioilgorithmus oderauchError Backpropagation
Algorithmusentwickelt. Dabeiwerdenin eineriberwachterLernphasgsiehel.3) mit einem

Gradientenabstiegsverfahr&@ewichteaus Stimulus-Response-Paarbarechnet Er ist heute

eine der am meistenverwendeterMethoden. Allerdings konnte nicht wie beim Perceptron
allgemein gezeigtwerden, ob und unter welchen Bedingungener Gewichte erzeugt, die

Losungenimplementieren.

Der Algorithmussoll hier ausPlatzgiindennur informell daigestelltwerden.Eineaustihliche
Darstellungfindet sich in [8] Kapitel 8.

Der Backpropagatioilgorithmusarbeitetauf einemendlichem—schichtigemeuronalerieed
forwardNetz B = (I, W, N, f) mit SchichtenSy, ..., S,—1, W = (0,1) und differenzierbaren
Outputfunktionené; = ¢, Vi € 1. In der Regelwird ¢&(z) = (1 + e—‘“’)_l gewahlt. Fur
a — oo konvegiert dieseFunktionauf R \ {0} punktweisegegendie Sprungfunktion(.
Der Ubemgang von einer Sprungfunktionzu einer differenzierbarerOutputfunktionist vor
allem technischmotiviert, da man fir das Gradientenabstiegsverfahreme differenzierbare
Funktion berbtigt.

Die Gewichtewerdenzurachstzufallig gewahlt und dann nach dem folgendenVerfahren
verandert: Eswird eine Konfigurationv mit denWerteneinesder Stimuli auf den Eingabe-
zellenangelegund F"~!(v) berechnetNunwerdendie Werte "~ (v)(i) der Ausgabezellen
¢ € Sp,—1 mit dengewinschterErgebnisseri(:) verglichen. Stimmendie Wertein einerZelle

¢ nicht ubereinwird ein Fehlerwerts; := (¢(:) — F* "1 (v)(2)) -&'| > wij- F*2(v)(5)
JEN (1)

berechnet. Das Gewichtvon einemj € N(:) nach: wird proportionalzu dem Produkt

—&§;F"~%(v)(5) verandert. AuRerdemwird ein Fehlerwertan die Nachbarnzuriick gegeben.

Mit diesenFehlerwerterwerdennunanalogdie Gewichtezwischendervor-vorletztenSchicht

6) Eine solcheAbbildung, die einem Stimulusvektors’ einenResponsevektor’ zuordnet,
laRt sich leicht angebenwenn die Stimulusvektorens!, ..., sX orthonormalsind. Man

K K
wabhlt die lineare Abbildung, die durchdie Matrix M := { D rfsf} =5 rk. (sk)t,
k=1 5,5 k=1

alsodie Summeder Matrizen, die sich als Vektorprodukteder Stimulus-Response-Paare

ergeben.Denndanngilt: M -s' = Y rF. (sk)t S8t =t
k=1
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Sn—3 unddervorletztenSchichtS,,_, verandert. Auf dieseWeisewird bis zu denGewichten
zwischendenEingabezellemnddererstenSchichtfortgefahren.WahrendderLernphasever-
denalsoimmer zunachstvon den Eingabezellerausdie ErgebnisselesNetzesberechnetind
dannin einerzweitenPhasevon der Ausgabeschichausriuckwarts die Gewichtekorrigiert.

Berechnetman einen Gesamtfehleals Summeder Quadrateder Differenz Uber alle Aus-
gabezellerund alle Stimulus-Response-Paarsp ist die oben angegebend\nderungeines
Gewichtesproportional zur partiellen Ableitung diesesGesamtfehlersrach dem Gewicht.
Eine Anderungder Gewichte nach einem Durchgangdurch alle Stimulus-Response-Paare,
kann also, wenn die Schrittweite der Anderungklein genuggewahlt ist, den Gesamtfeh-
ler verringern. In der Praxis werdenhaufig nachjedem Paardie Gewichteum sehrkleine
Betrage verandert.

Auch hier, wie beim HOPFIELD Netz, ist nicht garantiert, da3 das Verfahren der Ge-
wichtsanderunggegendie “richtigen” Minima der Fehlerfunktionkonvegiert.

ExperimentelleErgebnissedeutenaberdaraufhin, daf3in vielen Fallen mit dem Backpropa-
gation Algorithmus gute Ergebnisseerzielt werden.

2.5. SchluZbemerkung

In diesemKapitel wurdenverschieden@ypenneuronaleiNetztevorgestellt. Wahrendbei der
SchwellwertlogikdertheoretischéAspektder Berechnungsuniversalitim Vordegrundsteht,
sind die anderenModelle Versuche,Informationsverarbeitungsaufgabgarallel zu [osen.
Dabei nimmt mit der Entwicklung immer leistungséhigererRechnerdie Komplexitat der
Modelle zu. Dadurchnimmt die Moglichkeit ihrer theoretisch-mathematischémalyseund
der Vorhersagbarkeihres Verhaltensab. DasPerceptrorwird in [10] mit Hilfe derlinearen
Algebraweitgehendaufgrundder Definitionenund zugrunddiegendenStrukturenanalysiert.
HOPFIELD verwendetinegeschickigewahlteBewertungsfunktionum die Konvelgenzseines
Algorithmus’ zu beweisen.Beim BackpropagatiorAlgorithmus emgibt sich die Konvelgenz
ausder feed forward Struktur des zugrundeliegendenNetzes. Uber die Gewichteund das
iterativeVerhaltendesNetzedassersich aberkaumallgemeineheoretischéusagemmachen.

Gehtmanvon der Definiton einer zellularenStruktur S = (1, W, N, f) aus,sokannmanan
jederder Komponentermit UntersuchungeansetzenDie Menge! der Zellen kannendlich
oder unendlichsein. Fernerkann sie eine algebraischeStruktur wie z.B. eine Gruppesein.
Werdendie NachbarschafteV(z) mithilfe einersolchenStrukturdefiniert, konnensichdaraus
Regelnaigkeitender iterativen Struktur der globalenFunktion ergeben. (Siehez.B. [3])

Umgekehrtergebensich aus Forderungeran eine Funktion, die durch ein neuronaledNetz
implementierwerdensoll, Konsequenzefir die algebraisch&trukturderMengeder Zellen,
wie wir am Beispiel von Satz 2.2.10 geseherhaben.

Die Wertemengell/ kann ebenfallsendlich oder unendlichsein. Das hat zusammenmit
der Mengeder Zellen EinfluR® auf die EndlichkeitdesgesamterSystems.Dasobenerwahnte
Ergebnisiuiberdie Stetigkeitvon globalenFunktionerzellularerStrukturengilt nurfur endliche
Wertemengenlst W eine Gruppe,so kanndieseStrukturauf die Mengeder Konfigurationen
ubertragenwerden.

Von zentraler Bedeutungfur die Untersuchungvon neuronalenNetzen sind die lokalen
Funktionen. Sind sie linear, so werdenneuronaleNetze zu linearenAbbildungen. Sind sie
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Gruppenhomomorphismesp ist auchdie globale Funktion ein Gruppenhomomorphismus.
Dann konnenentsprechend&rgebnisseangewendetverden. (Siehez.B. [7])

Diese Ansatze gehenvon den Definitionenausund versucherauf diesemWeg, die Eigen-
schaftenvon neuronalenNetzenzu untersuchen.

Der UberwiegendeTeil der Verffentlichungenzum Themabehandeltaber Anwendungen,
die meist weniger als mehr theoretischanalysiertwerden. Oft werden Heuristiken fir

umfangreich&Computersimulationegenutzt.Dabeisinddie Ergebnissedie berichtetwerden,
oft beeindruckend.Geradein den Bereichen,in denendie klassischekiinstlichelntelligenz

mit Symbolverarbeitungsaatzen oft Schwierigkeitenhat, wie z.B. bei der Verarbeitung
von unsicheremoder widerspiichlichemWissen, bei der Klassifikation von mehrdeutigen
oder “verrauschten”Informationenoder bei der Rep&asentatiorvon “Weltwissen, scheinen
neuronaleNetze ihre Starken zu haben.

Diesennachzusjiren und sie auch theoretischzu fundierenscheintmir im Moment eine
spannendeAufgabe zu sein, geradeweil die Beitrage zu dem Gebiet aus so vielen und
unterschiedlicherDisziplinen stammen.
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